Лабораторная работа № 5

Предел последовательности: определение, свойства

Необходимые понятия и теоремы: определение числовой последова​тельности, ограниченные и неограниченные последовательности, монотонные последовательности, определение предела последовательности, сходящиеся и расходящиеся последовательности, свойства сходящихся последовательностей.

Литература: [1] с. 81 – 87, [4] с. 87 – 111.
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2 Найти формулу для общего члена последовательности, элементами которой являются:
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3 Найти формулу общего члена последовательности, заданной рекуррентным способом:
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4 Выяснить, является ли последовательность 
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 ограниченной снизу, ограниченной сверху, ограниченной, монотонной.
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5 Пользуясь определением предела последовательности, доказать, что 
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6 Пользуясь отрицанием определения предела последовательности, доказать, что 
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8 Формулируя определение предела последовательности, студент вместо 

8.1 «Выполняется неравенство 
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» сказал: «Выполняется неравенство 
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». Доказать, что при таком определении число 5 является пределом последовательности 1, 1, …, 1… .
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». Приведите пример не сходящейся последовательности, которая имеет предел при таком определении?
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» сказал: «При всех 
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». Какие последовательности будут иметь предел при таком определении?
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». Доказать, что при таком определении последовательность 2, 2, 2, … имеет предел 7.

8.5 «Для любого 
[image: image232.wmf]0

e

>

» сказал: «Для любого 
[image: image233.wmf]e

». Существуют ли последовательности, обладающие пределом при таком определении?

8.6 «Выполняется неравенство 
[image: image234.wmf]||
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»  сказал:  «Выполняется неравенство 
[image: image235.wmf]n

xa

e
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». Доказать, что при таком определении число 6 является пределом последовательности 3, 3, …, 3… .

8.7 «Для любого 
[image: image236.wmf]nN

e

³

» сказал: «Для любого 
[image: image237.wmf]n

». Какие последовательности будут иметь предел при таком определении?

8.8 «Выполняется неравенство 
[image: image238.wmf]||
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» сказал: «Выполняется неравенство 
[image: image239.wmf]||
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». Существуют ли последовательности, обладающие пределом при таком определении? Если возможно, привести пример.

8.9 «Для любого 
[image: image240.wmf]0

e

>

» сказал: «Хотя бы для одного 
[image: image241.wmf]0

e

>

». Доказать, что при таком определении последовательность 
[image: image242.wmf](1)
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 имеет предел 0.
8.10 «Выполняется неравенство 
[image: image243.wmf]||

n
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» сказал: «Выполняется неравенство 
[image: image244.wmf]||
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». Какие последовательности будут иметь предел при таком определении?

8.11 «Выполняется неравенство 
[image: image245.wmf]||

n
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»  сказал:  «Выполняется неравенство 
[image: image246.wmf]n

xa

e

-£

». Доказать, что при таком определении число 7 является пределом последовательности 4, 4, …, 4… .

8.12 «Для любого 
[image: image247.wmf]0

e

>

» сказал: «Хотя бы для одного 
[image: image248.wmf]0

e

>

». Доказать, что при таком определении последовательность 4, 4, 4, … имеет предел 10.
8.13 «Выполняется неравенство 
[image: image249.wmf]||

n
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e
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»  сказал:  «Выполняется неравенство 
[image: image250.wmf]n
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». Доказать, что при таком определении число 7 является пределом последовательности 
[image: image251.wmf]1
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.

8.14 «Для любого 
[image: image252.wmf]nN

e

³

» сказал: «Для любого 
[image: image253.wmf]nN

e

>

». Какие последовательности будут иметь предел при таком определении?

8.15 «Для любого 
[image: image254.wmf]0

e

>

» сказал: «Хотя бы для одного 
[image: image255.wmf]0
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>

». Доказать, что при таком определении последовательность 
[image: image256.wmf](2)
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 имеет предел 0.

8.16 «Для любого 
[image: image257.wmf]0

e

>

» сказал: «Для любого 
[image: image258.wmf]0

e

³

». Какие последовательности не будут иметь предел при таком определении? Привести пример. 

8.17 «Выполняется неравенство 
[image: image259.wmf]||
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»  сказал:  «Выполняется неравенство 
[image: image260.wmf]n
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e
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». Доказать, что при таком определении число 8 является пределом последовательности 5, 5, …, 5….

8.18 «Для любого 
[image: image261.wmf]0

e

>

» сказал: «Хотя бы для одного 
[image: image262.wmf]0

e

>

». Доказать, что при таком определении последовательность 
[image: image263.wmf](1)1
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 имеет предел 0.
8.19 «Выполняется неравенство 
[image: image264.wmf]||
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»  сказал:  «Выполняется неравенство 
[image: image265.wmf]n

xa

e
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». Доказать, что при таком определении число 10 является пределом последовательности 7, 7, …, 7….

8.20 «Для любого 
[image: image266.wmf]0

e
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» сказал: «Хотя бы для одного 
[image: image267.wmf]0

e

>

». Доказать, что при таком определении последовательность 
[image: image268.wmf](1)1

n
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 имеет предел 0.
Решение типовых примеров

1.20 Напишите пять первых членов последовательности 
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Решение. Для последовательности 
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 имеем 
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[image: image275.wmf]5
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2.20 Найти формулу для общего члена последовательности, элементами которой являются корни уравнения 
[image: image276.wmf]sin1
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.

Решение. Решая уравнение 
[image: image277.wmf]sin1
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, получаем 
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Отсюда 
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.
3.20 Найти формулу общего члена последовательности, заданной рекуррентным способом: 
[image: image280.wmf]1
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, 
[image: image281.wmf]1
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Решение. Подставляя в рекуррентную формулу вместо 
[image: image282.wmf]n
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 его выражение через 
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, затем вместо 
[image: image284.wmf]1
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 его выражение через 
[image: image285.wmf]2
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 и так далее, получим
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Таким образом, формула общего члена последовательности имеет вид:


[image: image289.wmf]1
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4.20 Выяснить, является ли последовательность 
[image: image290.wmf]n
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 ограниченной снизу, ограниченной сверху, ограниченной, монотонной.
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Решение. Поскольку 
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 для любого 
[image: image293.wmf]n
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, то последовательность является ограниченной, а, значит, ограниченной сверху и снизу.
Так как 
[image: image294.wmf]34
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 и 
[image: image295.wmf]45
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, видно, что определение монотонности не выполняется. Значит, последовательность 
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 не является монотонной.

5.20 Пользуясь определением предела последовательности, доказать, что 
[image: image297.wmf]lim1
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. Указать для 
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 числа 
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Решение. Приведем определение предела последовательности:
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Возьмем любое 
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. Найдем номер 
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Из неравенства 
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1

n

n

e

-£

+

 получим 
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. Отсюда 
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Если взять 
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 EMBED Equation.3  [image: image309.wmf]Ï
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), то для всех номеров 
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 выполняется неравенство 
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Например, при 
[image: image312.wmf]0,01
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 последнее неравенство справедливо для членов последовательности с номерами 99, 100, …, а при 
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 неравенство верно 
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6.20 Пользуясь отрицанием определения предела последовательности, доказать, что 
[image: image315.wmf]211
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Решение.  Построим отрицание определения предела последовательности:
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 Оценим  
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. Будем иметь:
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Следовательно, при 
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. Это означает, что число 
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 не является пределом данной последовательности.
7.20 Вычислить пределы:
А) 
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Решение.
А) имеем:
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Б) имеем:
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В) имеем:
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8.20 «Для любого 
[image: image342.wmf]0
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» – «хотя бы для одного 
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». Доказать, что при таком определении последовательность 
[image: image344.wmf](1)1
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 имеет предел 0.
Решение. Приведем определение предела последовательности.
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Заметим, что последовательность 
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С другой стороны, согласно определению предела последовательности, данному студентом, имеем:
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Возьмем, например, 
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 имеет предел, равный нулю, при таком определении.
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